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Aurélien Martinet, Cyril Soler, NicolasHolzschuch,FrançoisSillion

ARTIS/GRAVIR/IMA G-INRIA
Aurelien.Martinet@imag.fr

Résuḿe : Danscetarticle, nousprésentonsuneméthodepermettantderetrouverdesinformationsdecohérence
dansun ensemblede polygonesnon structuŕe. On cherche en particulier �a mettre en évidenceles structures
réṕet́eesdansunesc�ene(exemple: les si�egesd'un avion). �A partir de structures élémentaires,nousgéńerons
uneorganisationdeplushautniveaupar agglomération.Pour < guider> ceregroupement,nousutilisonsdesin-
formationsdeproximit́e,d'orientationet deressemblancegéoḿetriqueentre objets. �A partir decesinformations,
nousrecherchonsensuiteles structuresredondantesde la sc�ene, cetterecherche étanteffectúeede mani�ere ef�-
cace �a l'aide d'un KDTreede dimensionélevée. Nousmontronsd'autre part danscet article les limitations des
méthodesclassiquesainsiqu'unesolution �a leursprobl�emes.

Mots-clés: Traitementsdemod�eles3D

1 Intr oduction

En synth�esed'images,on assiste�a unetr�esforte augmentationde la complexité desdonńees3D ainsi qu' �a une
diversi�cation de leur provenance: scanners3D, mod́elisationgéoḿetrique,reconstruction�a based'images,ins-
tanciationdemod�elesproćeduraux,etc...Le formatd' échangedecesdonńeesestsouventpauvreen information
et peuappropríe aux différentestâchesrencontŕeesen synth�esed'images.Les conversionsentreformatsne ga-
rantissentpasuneconservation desinformationssémantiqueset/ou topologiquesinitialementprésentesdansle
mod�ele.Partantdececonstat,la nécessit́edestructurercesdonńeesa�n d'en faciliter l'utilisation estdevenueune
prioritédansdesdomainestelsquela visualisationtemps-ŕeel,la manipulationinteractivedemod�elesoudesc�enes
3D et la simulationnumérique.

La structurationautomatiquededonńees3D auniveaud'une sc�eneestégalementun probl�emerécurrentdansle
domainedela robotiqueet dela vision.Lesprobĺematiquesconcernentessentiellementla structurationdenuages
de pointset la détectionde zonesd'obstacles.En informatiquegraphique,diversalgorithmesont ét́e propośes
a�n d'organiserdemani�erehiérarchiquedesenvironnements3D[CDP95, HDSD99], leurspointscommunśetant
le pré-requisde posśederune structured'objet dansla sc�ene.D'autresméthodesproposentde contraindreles
mouvementsdanscetenvironnement[XSF02], cequi permetd'organiserlesobjetslesunsparrapportauxautres.

FIG. 1 – A partir d'un ensembledésorganiśedepolygones(imagedegauche),notreméthodepermetd'identi�er
desstructuresgéoḿetriquesréṕet́ees.Cetterecherchepeutêtreglobale,ourestreinteparl'utilisateur �a la recherche
d'uneseulestructure(lessi�egessurl'image dedroite).Modelcourtesyof LightWork DesignLtd.
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FIG. 2 – Le pipelinedestraitements.

Danscetarticle,nousproposonsuneméthoded'organisationdesdonńeesbaśeesurdestechniquesd'identi�cation
et de comparaisonde sous-ensemblespertinentsde la sc�enecommemontŕe �a la Figure1. La présencede struc-
turesréṕet́eesétanttr�es fréquentedansles sc�enes< architecturales> : maison,église,chateau,usine,etc. nous
restreignonsdansunpremiertempsnotreétude�acetypedesc�enes.

Notreapprocheestdiviséeenplusieurśetapes( voir Figure2 ) :

Structuration primair e desdonnéesd'entr ées: Lors de l' échangede donńees3D, il est fréquentde disposer
de seulesdonńeesbrutes,commuńementappeĺees< soupede polygones>. �A partir de cet ensemblearbitraire
de polygones3D sansinformationde connectivité, on créeunepremi�erestructurede la sc�eneen regroupantles
polygonesconnexespararêtes.Danscetarticle,cesgroupessontappeĺes< briques>.

Caractérisation : A�n depouvoir caract́eriserlesbriquesgéoḿetriquementet spatialement,ona recours�a :
– destechniquesdecaract́erisationdeformes3D, permettantleurcomparaison.Pourdesraisonsderobustesse,la

similarité entredeuxbriquesestbaśeesur la surfacegéoḿetriquequ'ellesdécriventet nonpassur la topologie
deleursmaillages;

– unsyst�emerobustederecherchedel'orientationdecesbriques,supportantlescasdéǵeńerés.

Recherchedestructur esredondantes: �A partirdesbriquesetdeleurscaract́eristiques,onrecherchedesassem-
blagesdebriquesredondantsdansla sc�ene,i.e formantdesstructuressimilaires�aunetransformationgéoḿetrique
pr�es.

Danslessectionssuivantes,nousprésentonsendétail lesdifférentspointsdenotresyst�eme.Nousprésentonsdans
un premiertemps,la structureélémentairequenousutilisonspour construireunestructureplus évoluée.Nous
présentonśegalementdanscettesectionles principesutiliséspour calculerdeuxpropriét́eesessentiellesde ces
structuresqui sont: un syst�emed'axeslocal et unesignaturepermettantd'identi�er unebrique.Dansla seconde
section,nousdétaillonsl'algorithmeutilisépourconstruirela structuredehautniveau,avantdeprésenterquelques
résultats.

2 Cr Âeationde la structur edebase

Notre structureélémentaireest repŕesent́eepar la notion de brique, dé�nie commeun ensemblede polygones
connexespararêtes(voir Figure3).

On ne peut pas être assuŕe que les briquesobtenuesrepŕesententdes mod�eles3D manifold. Des techniques
récentesde réparationsd'objetsexistent[Ju04] maisnécessitentun long traitement.Deuxcaract́eristiquesessen-
tiellesdoiventêtrecalcuĺeessurcesbriques:

– uneorientationrobuste,i.e. dé�nie demani�ereuniquepourchaquebrique,
– unesignaturepermettantla comparaisonentredeuxbriques.

Nousdétaillonscesdeuxpointsdansla suitedecettesection.

2.1 Cr éationd'un syst�emed'axesrobuste

On cherche�a dé�nir uneorientationpourunebriquedemani�ererobuste.La techniquecommuńementutiliséeest
l'Analyse en ComposantePrincipale(ACP)[Kaz04], dont on rappellebri�evementle principe,avantde présenter



FIG. 3 – A gauche,lestrianglesdu mod�ele.A droite,lesbriquesdu mod�ele,forméesdepolygonesconnexespar
arêtes.On remarqueexpérimentalementquecesbriquescorrespondentle plus souvent �a un découpagecoh́erent
dumod�ele.

seslimitations.

SoitunesurfacetrianguĺeeSen3D. La matricedecovarianceM estdé�nie par:

Mi; j = å
T2S

Z

T
xix jdx

ouT parcourtlestrianglesdumod�ele.Lestroisvecteurspropresdela matriceM sontlesaxesprincipauxd'inertie
dumod�ele,lesvaleurspropresassocíeesrepŕesentantla variancedumod�elele longdecesdirections.Cesvecteurs
sontutiliséspourformerunebasecaract́eristiquedela brique.

Unelimitation fortedel'A CPestquelorsquela matricedecovarianceM estdéǵeńerée,onnepeutpascalculerun
syst�emed'axesunique.La matricedecovariancepeutêtredéǵeńeréedansdeuxcas:
– Lorsqueles trois vecteurspropresposs�edentla mêmevaleurpropre.Danscecas,la matricedecovarianceest

unmultiple dela matriceidentit́eet n'importequelsyst�emed'axesestvalidepourl'objet.
– Lorsquedeuxvecteurspropresv1 et v2 ont la mêmevaleurproprel et quele troisi�emevecteurv3 a unevaleur

propredifférentel 3. Danscecas,n'importequellecombinaisonlinéairedesvecteursv1 etv2 estaussiunvecteur
propredevaleurproprel .

Lesformes3D posśedantunematricedecovariancedéǵeńeréesontappeĺeesformesdéǵeńerées.

A�n de caract́erisercesformesdéǵeńeréeset proposerunesolutionadapt́ee,on reformulele principede calcul
d'axespar ACP. On peutmontrer[Smi02] quele calcul d'axespar ACP est équivalent �a chercherles directions
pourlequelle momentd'ordre2 estmaximale.
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FIG. 4 – Formuledecalculdumomentd'ordren pouruneformeO quelconque.

En appelantPi lespointséchantillonńessurla surfaced'un objet,et wi lespoidsassocíes,le principedecalculdu
momentd'ordren parrapport�a unedroiteDestdonńeFigure4.

En se plaçant dansle plan, on remarqueque certaines�gures tr�es simplesposs�edentdesmomentsd'ordre 2
indépendantsdela directiondeD.
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FIG. 5 – Figures2D et leursmomentsd'ordre2 enfonctiondela directiondela droiteD.

Une�gure commele carŕeposs�edeunmomentd'ordre2 constant.Celasigni�e qu'il n'estpaspossibled'assigner
de mani�ere �able un syst�emed'axes �a cette�gure �a l'aide de l'A CP. On montreplus tard que cettepropriét́e
s'étendauxobjetstridimensionnels,cequi implique,parexemple,la non-unicit́edusyst�emed'axesdel'A CPpour
uncube.

A�n derésoudreceprobl�eme,etdeproposeruneréponse�able pources�gures, onproposed'utiliser lesmoments
d'ordresplus élevés.En effet, on remarque(voir Figure7) quecesmomentsprésententdesextremamêmepour
uneformedéǵeńerée,cequi garantit la construction d'axes�ables pour cetteforme. Onutiliseenparticulierles
momentsd'ordrepaircarcesdernierspeuventêtrecalcuĺesdemani�ereef�cace �a l'aide d'unebased'harmoniques
sph́eriques(voir Implémentation).
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FIG. 6 –Momentd'ordre2 enfonctiondeladirectiondeladroiteDpouruncarŕeetpourdesformes< lég�erement>
anisotropes(Anisotropie=1� hauteur

largeur ). A gauche: momentd'ordre2. A droite: momentd'ordre4. On remarque
quelesmomentsd'ordre4 présententdesextremamêmepouruneformedéǵeńerée(le carŕe).

Dansnotreimplémentation,on choisit d'utiliser les momentsd'ordre 4, a�n d'obtenir desrésultatssatisfaisants
toutenlimitant la complexitédescalculs.

En utilisant les momentsd'ordresélevés,on perdunepropriét́e importantede l'A CP. En effet, les extremades
momentsd'ordresélevésne sontpasobligatoirementdansdesdirectionsothogonales.A�n de garantirl'obten-
tion d'axesorthogonaux,on dé�nit le premi�ereaxe v1 commel'orientation (q1; f 1) pour laquellele momentest
minimum.Le secondaxe correspond�a la directionde momentminimum dansle plan perpendiculaire�a v1 et le
troisi�emev3 estdé�nie parv3 = v1 ^ v2.

Pourla créationd'un syst�emed'axeslocal,ona maintenantdeuxpossibilit́es:



– l'utilisation uniquedesmomentsd'ordre4,
– l'utilisation conjointedesmomentsd'ordre2 (ACP)et desmomentsd'ordre4.

Dansnotreimplémentation,nousutilisonsuniquement lesmomentsd'ordr e 4 pourdétermineruneorientation
robustepourchaquebrique.

FIG. 7 – Le momentd'ordre2 et4 pouruncube.Le momentd'ordre2 (Figuredumilieu) estconstantalorsquele
momentd'ordre4 (Figurededroite)poss�ededesextremapermettantd'assignerunsyst�emed'axesaucube.

Impl émentation

Le calcul desmomentsd'ordre plus élevé que l'ordre 2 est géńeralementcoûteux en tempsde calcul. En ef-
fet, il nécessiteun “double échantillonnage”: un échantillonnagedespointsde la surfacede l'objet, ainsiqu'un
échantillonnagedesdirections(q; f ). On montre(Annexe 1) quela complexité decalculdesmomentsd'ordre n
pourn > 2 peutêtrelargementdiminuépourn pair, enutilisantunebased'harmoniquessph́eriques.

2.2 Comparer deuxbriques

A�n depouvoir mettreenévidencelesstructuresrécurrentesdela sc�ene3D, il nousfautunemesuredesimilarité
entreles briques,composanteśelémentairesde notresyst�eme.On chercheici �a < retrouver> dansla sc�ene,des
briquesgéoḿetriquementidentiques,ennetenantpascomptedeleurstructuretopologique.

Dé�nition : Deuxbriquessontditesidentiquessi ellesdécrivent la mêmesurfacegéoḿetrique,indépendamment
dumaillagedecettesurface.

Pourétablircettecomparaison,onséparele processusendeuxétapes:
– onutilise le syst�emed'axescalcuĺepréćedemmentpoureffectuerunpremiertri ;
– on utilise ensuiteune approcheplus discriminantebaśee sur les travaux publiés dansle domainedu Shape

Matching.
Dansun premiertemps,on effectueun premiertri en s'inspirantde la méthodede descripteur�a vuesmultiples,
outil propośeparle standardMPEG-7[Mar02]. Pourchaqueobjet,onpositionnetroiscaḿerasle longdesaxesdu
rep�ereorthogonalet ondirigecescaḿerasversle centredemassedel'objet.

Pourchacunedecescaḿeras,onprojettel'objet parall�elementle long desaxeset onstocke l'aire decetteprojec-
tion. On stocke donctrois valeursparobjetqui serontcompaŕeesdeux �a deuxlors de la comparaisonentredeux
briques.Grâce�al'utilisation desOcclusionsQueries[Reg02] pourle calculdel'aire projet́ee,cepremiertraitement
serév�elepeucoûteux,bienquepeudiscriminantdansla recherched'objetsidentiques.

Apr�escepremiertri, ondéveloppeuneméthodeens'inspirantdestravauxpubliésdansle domainedela recherche
d'objetssimilaires(ShapeMatching) et plusparticuli�erementdestravauxd'Osada[OFCD01] surlesShapeDistri-
butions.

Dansla litt érature,cetteméthodeseplaceparmi lesnombreusesméthodesqui consistent�a associer�a uneforme
3D quelconqueunesignatureappeĺee< descripteurdeformes> ( voir Figure8 ).

La méthodedesShapeDistribution consiste�a échantillonnerunefonction de forme,qui mesuredespropriét́es
géoḿetriquesglobalesde l'objet. Lescaract́eristiquesprincipalesde cetteapprochesont: soninvariancepar ro-
tation,sarobustessevis-�a-vis desdéǵeńerescenceśeventuellesdu maillage(triangled'aire nulle, sommeten T)
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FIG. 8 – DescripteursdeFormes: La comparaisondedeuxmod�elesrevient �acomparerleursdescripteursassocíes
parunesimplenorme(L2 dansl'exemple).

ainsiquesasimplicité demiseenoeuvre.La mesuredesimilarité entredeuxobjetsrevient donc�a unemesurede
similarité entredeuxprobabilit́esdedistribution.

Dansla versioninitiale propośeepar Osada,la fonction de forme utiliséemesurela distanceentredeuxpoints
positionńesdemani�erealéatoiresurla surfacedel'objet. Apr�escalcul,le descripteureststocḱesousla formed'un
vecteurderéels�a n éléments(n=64).

Expérimentalement,on remarquequela méthodeestpeusensibleauxchangementsdetesselation(Figure9 ).
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FIG. 9 – Un mod�ele3D orient́eetmaillé defaçondifférenteposs�ededesShapeDistributionspeudifférentesl'une
del'autre. (nombred'échantillons=80000)

NousutilisonslesShapeDistributiona�n dereconnaitreslesbriquesidentiques,i.e. posśedantdessignaturesiden-
tiques.A�n d'effectuercettereconnaissancedemani�ererobuste,ondoit réduirelavariancedenotreéchantillonnage.
Pourréduirecettevariancetoutengardantunnombred'échantillonsraisonnable,onutiliseunéchantillonnagestra-
ti� é,i.eonéchantillonnedemani�ereuniformesurledomaine,puisonperturbeléǵerementchaquéechantillon[Shi91].

Au lieu d'échantillonnerle maillagedela brique,onchoisitnospointsdela façonsuivante:
– Onpositionnen pointssurla sph�ereenglobantedel'objet
– On lance n(n� 1)

2 rayons,enreliant2 �a 2 lespoints,et on stocke pourchaquerayonla distancequ'il parcourt�a
l'int érieurdumod�ele,

– Onconstruitnotredescripteurcommel'histogrammedecesvaleurs.

L'impact dela strati�cation surla variancedel' échantillonnageestillustréeFigure10.
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FIG. 10 – La strati�cation permetderéduirela varianced'échantillonnage.Les échantillonssontpositionńessur
la sph�ereenglobantedechaquebriqueet onstockepourchaquecoupledepointsla distanceparcoure�a l'int érieur
dumod�eleparle rayonlesreliant.(nombred'échantillons=80000)

3 Recherchede structur esgÂeomÂetriques r ÂepÂetÂees

Le but de cettesectionestdeprésenterla méthodeutiliséepour construiredesstructuresde hautniveau�a partir
descomposantesde basedécritentpréćedemment.On désireretrouver les structuresidentiquesdansla sc�ene
compośeesdeplusieursbriques.Avantdedéterminercesstructures,on doit < classi�er> lesbriquesenfonction
deleur ressemblancegéoḿetrique.

Classi�cation desbriques : A l'aide desdescripteursassocíes �a chacunedesbriquesde la sc�ene,on proc�ede�a
uneclassi�cationdesbriques.Ondoit pourceladé�nir unseuildedistanceeD tel quepourunebriqueB :

B 2 Ck ( ) f9 Bk 2 Ck=dD(Bk;B) � eDg

ou Ck repŕesentela ki �emecat́egorieet dD la distanceentredeux< ShapeDistributions>. Dansla pratique,dD est
la normeL2 et eD est�x é �a0.1(valeursansunité) .

Recherche de structur esr épétées: On associe�a chaquebriqueun point dansun espace�a septdimensions,
dé�nis dela façonsuivante:
– Quatredimensionspour un quaternionstockantla rotationqui am�enela briquedansle rep�eredu monde.On

noteQ(B) cequaternion.
– Troisdimensionspourle vecteurqui translatele centredemassedela briquesurl'origine du rep�eredumonde.

OnnoteT(B) cevecteur.

La recherchedestructuresredondantesdansla sc�eneconsiste�a rechercherdesstructuresseréṕetant�apartird'une
briquededépart.A partir d'unebriqueB, on recherchesesvoisinsausensdela distanceeuclidienne[Qui94]. On
calculelestransformationsgéoḿetriquesrelativesentrechaquecoupledebriquesformédela briqueB etdel'un de
sesvoisins,cestransformationśetantstocḱeessousla formed'un couplequaternion/translation.Pourrechercher
leséventuellesréṕetitionsdecettestructuredansla sc�ene,onprendcommepointdedépartlesbriquesappartenant
�a la mêmeclassequela briqueB. En combinantles transformationsgéoḿetriquesentrela structurerecherch́ee
et la nouvellebriquededépart,on positionneun point PC dansl'espace�a septdimensionsdé�nie préćedemment.
Chercherla réṕetitiondela structuregéoḿetriquedansla sc�enerevientdonc�achercherlesplusprochevoisinsdu
pointPC.

L'algorithmeutilisé pourcetterechercheestprésent́e �a la �n decettesection.

Cetalgorithmeestappeĺedeprocheenprochea�n derechercherlesstructuresrécurrentes.Oneffectuela recherche
dansl'espace�a 7 dimensions�a l'aide d'un KDTree.Cettestructurede recherchedoit êtrecapablede gérer les
différentesincertitudesurlesaxesderotationdumod�ele.Celles-cipeuventêtredetrois types:

1. Incertitudeclassiquede� p surchacundesaxes.Cetteincertitudeestli éeaufait quele calculdesmoments
nouspermetdeconnaitrel'orientationdesaxesprincipauxet nonpasleurdirection.

2. Incertitudedansle plan.Cetteincertitudeapparaitlorsquelesmomentssuivantsdeuxaxesprincipauxsont
identiques( casducylindre ).



Algorithme 1 Recherchedestructuresgéoḿetriquesréṕet́ees�a partird'unebriqueB.
pour touteslesbriquesB0 telle qued(B;B0) � e fair e

Le couplequaternion/translationrecherch́eest(QR = Q(B):Q(B0)� 1, TR = T(B0) � T(B))
pour PourtouteslesbriquesB00telle queClasse(B00) = Classe(B) (B 6= B00) fair e

Le couplequaternion/translationrecherch́eest(QR0 = Q(B00)� 1:QR, TR0 = TR+ T(B00))
pour touslesprochesvoisinsPV dupointPC = (QR0;TR0) fair e

SoitBV la briqueassocíeeaupoint PV
si Classe(BV) = Classe(B0) alors

Ona trouvéunestructureredondante: (B;B0) et (B00;BV )
�n si

�n pour
�n pour

�n pour

3. Incertitudetotale ( casd'une sph�ere, ou d'une forme plus complexe posśedantdesmomentsd'ordre 4
constant).

4 RÂesultats

Onprésentedanscettesectionquelquesexemplesdestructuresobtenus�a partirdesc�enesnonorganiśees.

FIG. 11 – Exempled'organisationpartielledesc�enes3D. Cesstructuressontcrées�a partir d'une briquedebase,
sélectionńeeparl'utilisateur. Chaquestructureobtenueestreṕerée�a l'aide desacouleur

Dansles deuximagesprésent́ees,les structuresidenti� éessontrepŕesent́ees�a l'aide de couleursidentiques,les
élémentsnon traités étantrepŕesent́esen �l de fer. Dansl'image de gauche,deux typesde structuresréṕet́ees
ont ét́e isolés : Les quatreschaisespositionńeesdesdeux côtés de la table, ainsi que les deux chaises< de-
sign>. Dansl'image de droite, les structuressontplus nombreuseset plus complexes: quatreordinateurs( cla-
vier+souris+́ecran),cinq chaisesde bureauainsi que 3 couplesde bureau.On remarque,en particulier, que le
positionnementlég�erementdifférentdechaqueordinateursurchacunedestablesestprisencompte,cequi permet
d'isoler la structured'ordinateurdu restedubureau.

5 Conclusionet travaux futurs

Danscetarticle,nousavonspropośe uneméthodepermettantdemettreenévidencelesstructuresréṕet́eesd'une
sc�ene3D. Cesstructuressontcrées�apartirdecomposantesdebase,lesbriques,dé�nies commedesensemblesde



polygonesconnexespararêtes.Enassignant�a chaquebriqueun point,positionńe �a l'aide d'informationsd'orien-
tation et de position,on montrequela recherchede structureréṕet́eesd'un sc�enerevient �a chercherdesvoisins
dansunespacededimensionélevé.

Plusieurspistessont envisageablesdansle futur. Dansun premiertemps,noussouhaitonsmettreen placedes
applicationsdecetteméthode.Nouspensons,enparticulier, quela redondancedesstructuresgéoḿetriquespeut
êtreuneinformationrichedansle cadredela mod́elisationinteractive.Noussouhaitonśegalementmettre�a pro�t
cettestructurede sc�eneen utilisant destechniquesde GeometryInstancing, permettantun traitementpar lots
d'objetsidentiques.Dansla suitedenotretravail, noussouhaitonśegalementutilisédestechniquesd'apprentissage
a�n d'extraire desinformationssémantiquesde la sc�ene,ainsi quedestechniquesde simulationphysiquea�n
d'étudier, parexemple,l'impact dela gravitésurla structuredesc�ene.
En�n, noussouhaitonsdiversi�er le typededonńeesd'entrées(sc�enesvéǵetales,urbaines,etc...)a�n d' élargir le
champd'applicationdenotreméthode.

A Calcul desmomentsd'ordr espairs �a l'aide d'harmoniques sphÂeriques

Lesharmoniquessph́eriquessontdesfonctionsYm
l �a deuxvariablesformantunebaseorthonorḿeede fonctions

directionnelleset se prêtantdonc naturellement�a la repŕesentationde telles fonctions.D'apr�es la théorie des
harmoniquessph́eriques,toutesfonctionsdirectionnellesf (q; f ) peutêtredécompośeedemani�ereuniquecomme
la sommedesesharmoniques:

f (q; f ) =
¥

å
l= 0

m= l

å
m= � l

cm
l Ym

l (q; f )

Lesharmoniquessph́eriquesposs�edentdenombreusespropriét́eesetsonténonćeespourla plupartdansl'ouvrage
deréférencedeHobson[Hob31]. Dansla suitedecedocument,ontravaille surdesharmoniquesréelles,not́eesym

l .

Nousprésentonsuneméthodepermettantdecalculerlesmomentsd'ordrepair �a l'aide d'harmoniquessph́eriques.
Pourplus de clart́e, les calculssonteffectúespour n = 4, les résultatśetantbien sur applicablespour n'importe
quellevaleurden.

Pi

� i

� �

C

O

�

d(Pi ; �)
� Pi

FIG. 12– Calculdesmomentsd'uneformeO parrapport�aunedroiteD.

Le calculdumomentd'ordre4 dela formeO parrapport�a la droiteD s'écrit :

M 4
O(D) =

1
å wi

n

å
i= 1

wi � [d(Pi;D)]4 (A.1)

ouPi ; i 2 [1;n] sontn pointsprissurla surfacedeO, etwi sontlespoidsassocíes�a cespoints.

D'apr�esla Figure12,A.1 peutêtreréécrite:

M 4
O(D) =

1
n

n

å
i= 1

d4
i � sin4(qPi � qD) (A.2)

Enseplacantdansun rep�erelocal tel queqPi = 0, ona :



M 4
O(D) =

1
n

n

å
i= 1

d4
i � sin4(q̃D) (A.3)

L'expressionsin4(q) peuts'écriresousla forme d'une combinaisonlinéaired'harmoniquessph́eriquede degré
� 4. Apr�escalcul,onobtient:

sin4(q) = a0 � y0
0(q; f ) + a2 � y0

2(q; f ) + a4 � y0
4(q; f ) (A.4)

avec:

a0 = 16
15

p
p;a2 = � 32

21

q
p
5 ;a4 = 8

35

q
4p
9

Apr�esrotation,unecombinaisonlinéaired'harmoniquessph́eriquesde degré maximal l , sedécomposeen une
autrecombinaisonlinéaired'ordre � l . Dans[Sol98], l'auteur proposeun algorithmepermettantde calculerde
mani�ereef�cace cettedécompositionapr�esrotation.EnnotantRi la rotationd'angleqPi , ona :

sin(qPi � qD) = Ri(sin(q̃D) (A.5)

Onendéduituneexpressionanalytiquedumomentd'ordre4 dela formeO parrapport�a la droiteD :

M 4
O(D) =

1
n

n

å
i= 1

d4
i � Ri(sin(q̃D))

4
(A.6)
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